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APRESENTAGAO

O material a seguir diz respeito a um Produto Educacional, parte
integrante de uma pesquisa de Mestrado, que originou a dissertagdo intitulada:
Aprendizagem de Derivadas com base na Teoria dos Registros de Representagbes
Semidticas e nas Multiplas Representagbes. Tal pesquisa teve como questao
norteadora: “De que modo a aplicagdo de uma sequéncia de atividades
sistematizada pela Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica e pelas
Multiplas Representagdes pode auxiliar uma turma de alunos de graduagéo do curso
de Licenciatura em Matematica na compreensdo do conteudo matematico de
Derivada de fungbes?”. Assim, a intencionalidade deste Produto Educacional é
fornecer uma possibilidade de aprendizagem de Derivadas para alunos de Ensino
Superior por meio dos referenciais que serdo apresentados nas proximas sessoes.
Vale ressaltar que as Derivadas as quais citamos ao longo deste estudo tratam-se
somente de fungdes que possuem uma variavel no dominio.

Em Matematica, costuma-se evidenciar a analise de algumas
atividades cognitivas fundamentais como a conceitualizagdo, o raciocinio, a
resolugao de problemas e até mesmo a compreensao de textos. A aprendizagem
deste ramo do saber possui a particularidade de requerer a utilizagdo de expressdes
e representacdes mais complexas do que somente o uso de imagens e linguagem
natural. A exemplo disso podemos verificar notagdes simbdlicas, escritas algébricas
e logicas, que exprimem relacbes de sentido a operagdes, figuras geométricas,
graficos cartesianos, diagramas, dentre outros (Duval, 2009).

Para a aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral, conceitos
como limite, continuidade e Derivada revelam grande complexidade ndo somente no
que tange a suas abstragdes, mas também, seus processos de representacao
dificultam a compreenséao (Viseu, 2017).

A derivada, por sua vez, pode ser conceituada, por exemplo,
utilizando representagdes graficas, como o declive de uma reta tangente a uma
curva num determinado ponto de uma fung¢do, ou como a taxa de uma variagao
instantanea, por meio da Fisica, com a velocidade de um corpo, ou simbolicamente,
como o limite da razdo incremental quando o incremento tende para zero. Tais

representacbes fazem com que o aluno, para compreender a derivacdo de uma



funcéo, domine esses conceitos implicitos (Viseu, 2017).

A utilizacdo de uma forma diversificada de distintos sistemas
semidticos de representacdo se mostra interessante para o desenvolvimento das
atividades cognitivas fundamentais. As representagdes semidticas sao
compreendidas como “produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes
a um sistema de representag¢des que tem inconvenientes proprios de significacéo e
de funcionamento” (Duval, 2012, p.269).

Por sua vez, o ensino voltado para a pluralidade de representacdes
se mostra um mecanismo pedagdgico importante visto que aprimora o processo de
significagcado e oferece uma variedade de formas de interpretacéo e entendimento do
conteudo (Laburu; Silva, 2011).

Nessa perspectiva, ao propor atividades em que o aprendiz
apresente seu entendimento por meio de representacdes distintas, pode possibilitar
que este coordene, organize, estruture e aprimore seus conhecimentos (Laburu;
Silva, 2011), levando inclusive a atribuicdo de significados mais elaborados acerca
do conteudo estudado (Trevisan Sanzovo, 2017).

Na préxima sec¢ao abordaremos os referenciais que embasou a

construg¢ao deste Produto Educacional, sucintamente.
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1 FUNDAMENTAGAO TEORICO-METODOLOGICA

Dedicamos essa sessdo para explanar um pouco a respeito dos
subsidios tedrico-metodologicos que nos pautamos para fundamentar este Produto
Educacional (PE).

1.1 TeorIA Dos REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Nao ha conhecimento que ndo possa ser mobilizado por um sujeito
sem uma atividade de representacdo do mesmo, sendo assim, considera-se
impossivel analisar fendbmenos da area do conhecimento sem recorrer a nogao de
representacao (Duval, 2009).

O conteudo representado, portanto, ndo pode ir contra a forma que o
representa, ou seja, ndo ha noesis sem semiosis. Chama-se “noesis”, a apreensao
conceitual de um objeto e, “semiosis”, a producao de uma representacao semiotica
(Duval, 2012).

A nogcdao de representacdo semiodtica pressupbe, entdo, a
consideracao de sistemas semioticos diferentes e de uma operagdo cognitiva de
conversao das representagdes de um sistema semiotico para outro (DUVAL, 2009).

Além disso, Duval (2009) define como Registros de Representagéo
Semidtica os sistemas semidticos que permitem o cumprimento de trés atividades
cognitivas inerentes as representagdes: a formagao, o tratamento e a conversao.

Seja a enunciacao de uma frase em lingua natural, o desenho de
uma figura, a produgdo de um esquema, uma expressdo matematica, a atividade
cognitiva originaria da semiose é a produgao de um registro. Sua formagao implica a
escolha de relagcbes e dados do objeto a ser representado e o respeito das suas
regras de existéncia, seja a gramatica para a formacao de um enunciado escrito, ou
os rigores matematicos de igualdade para uma expressao algébrica (Duval, 2012).

A operacao de tratamento, por sua vez, pode ser entendida como os
movimentos de transformagao que ocorrem dentro de um registro, nao alterando sua
forma e respeitando suas regras de tratamento especificas. Duval (2012) traz alguns
exemplos de tratamento, a parafrase para um enunciado em lingua natural, a
realizacdo do calculo de uma expressdo matematica tratando seus simbolos, a

reconfiguragdo de uma figura geométrica, a anamorfose para registros imagéticos,
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etc.

Por fim, a conversao, entendida como os movimentos de mudanca
de um registro para outro em um sistema semiético distinto, conservando sua
totalidade ou parte da representacéo inicial, sendo a atividade cognitiva da semiose
que permite o reconhecimento do objeto matematico em diferentes registros (Duval,
2009; 2012).

E importante destacar que a conversdo é uma atividade
completamente diferente e independente do tratamento, pois, na realizagao da troca
de um registro para o outro € necessaria a percepg¢ao da existéncia de diversos
sentidos de converséao.

Imagine que desejamos representar o objeto matematico: “Funcéao
afim”. Quanto a esse objeto, é possivel produzir representagdes semidticas distintas,
como registro em lingua natural, uma escrita algébrica, um grafico cartesiano, um
registro tabular, etc.

A Figura 1 ilustra a representagdo de uma funcéo a fim por meio de

registros algébricos e graficos.

Figura 1 — Formagao de representagdes semidticas de uma fungao afim.

* Representacdo algébrica-> f(x)=1,5x+6

* Representagdo grafica ->

Fonte: os autores.

Por sua vez, a Figura 2 exemplifica a mesma fungao afim utilizando,

agora, uma representacao tabular para verificagcédo de seu dominio e sua imagem.

Figura 2 — Outro exemplo de formagao de representagdes semidticas de uma fungao

afim.
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* Representacgao tabular

X F(x)
0 6
-4 0
1 7,5
-1 4,5

Fonte: os autores.

Ainda se tratando das atividades cognitivas ligadas a semiose no
exemplo pratico do objeto “funcdo afim”, a Figura 3 exemplifica a operagdo de

tratamento (num mesmo registro) de uma representagao algébrica.

Figura 3 — Tratamento de um registro algébrico de uma funcéao afim.

(1) f(x)=10x—1+7-8,5x
(2) f(x)=1,5x+6

Fonte: os autores.

A terceira e Ultima atividade semidtica de conversao pode ser
exemplificada utilizando novamente o objeto “fungdo afim”, na Figura 4. Observe
que, como explicado por Duval (2012), as conversdes ocorrem de um registro para o
outro, e podem tomar qualquer sentido de conversdo, ndo existindo somente uma
diregao para a troca de registro. A Figura 4 mostra as operag¢des de conversédo que
podem ocorrer entre diferentes registros (na figura o algébrico, o tabular e o grafico)
de um mesmo objeto matematico: uma fungdo afim crescente. Perceba que, as
conversdes possuem sentido duplo, ou seja, uma conversdo pode ter diferentes

registros de partida e de chegada. Portanto, uma conversado pode seguir tanto o
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sentido de um registro algébrico para um grafico, quanto de um grafico para um

algébrico e assim sucessivamente.

Figura 4 — Converséo entre diferentes registros.

Registro Algébrico Conversio Registro Tabular
C(x) = 15x+6
() ' > X F(x)
Converséo
Registro Grafico 0 6
) -4 0
P Converséo
)
1 7,5
-1 4,5

Fonte: os autores.

A operagdo semiocognitiva de conversdo se mostra a mais
importante e o que da base a essa ideia de aprendizagem matematica. O
funcionamento cognitivo permite mobilizar, formar e reconhecer as representagbes
dos objetos matematicos, assim como, conduzir e controlar a atividade até seu
término. A reproducdo ou percepcdo da representacdo semiodtica nao garante a
diferenciagdo entre o representante e o representado. Para que nao ocorra
confusdo, ¢é importante dispor-se de uma variedade de representacoes
semioticamente heterogéneas de um mesmo objeto de maneira coordenada (Duval,

2009).
1.2 MuULTIPLAS REPRESENTACOES
A aprendizagem envolvendo Mdultiplas Representacbes (MR) existe

mesmo antes dos avancgos tecnoldgicos para a area educacional. Diversos estudos

comprovam que o uso de mais de uma representacdo promove maior eficacia na
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aprendizagem dos estudantes, favorecendo o interesse para o objeto de estudo e
prendendo sua atengéo ao conteudo (Ainsworth, 1999).

A diversidade representacional desempenha um papel muito
importante na compreensao de ideias e conceitos, podendo efetivamente melhorar a
aprendizagem dos estudantes (Ainsworth, 2006; 2008).

Em pesquisa de doutorado, Trevisan Sanzovo (2017) conclui que o
uso das MR pode permitir aos alunos desenvolverem significados mais complexos e
profundos dos conceitos cientificos estudados. Essa abordagem enriquece n&o so a
compreensao, mas também a aplicacdo desse conhecimento de maneira mais
diversificada.

Na Matematica, Laburu e Faria (2018) notam ser comum a utilizagao
intuitiva de representagcdées, de forma nao intencional, fazendo com que os
estudantes possuam dificuldade na articulacdo perante a diversidade de
representacdes que o objeto matematico pode tomar. A linguagem discursiva por
exemplo, nao fornece as mesmas possibilidades de uma figura ou diagrama, sendo
assim, de um ponto de vista cognitivo, uma representacdo € parcial em relagao
aquilo que ela quer representar e, da mesma forma, entre um registro e outro, ndo
sdo 0s mesmos conteudos que sao representados (Moretti, 2002). Observe a Figura

5, considerando as diferentes representagdes cartesianas de uma mesma parabola

Figura 5 — Diversidade representacional numa fungdo quadratica.

(a) y=xt-4x+3

(b) y +1=(x-2)

(c) y=(x-3)(x-1)

(d) esboco da paribola no plano cartesiano

Fonte: adaptado de Moretti (2002, p.347).

Analisando cada uma destas representacdes na Figura 5 acima, em
sua integralidade, veremos que o mesmo objeto matematico foi representado de
quatro maneiras distintas, onde as informagdes dos registros se complementam. Em

acordo com o visto, Moretti (2002) analisa que, do ponto de vista cognitivo, a



15

informagéo se sobressai muito mais clara em (c), onde podemos com clareza ver as
raizes, em (b), as coordenadas do vértice da parabola, e em (d), um sistema
semidtico diferente e bastante adequado a interpretagcao do fendmeno em questao.
Ainsworth (1999; 2006; 2014) em analise das fungbes que as
representacbes desempenham no processo de aprendizagem, denomina as
Fungdes Pedagdgicas: (i) complementar, (ii) restringir e (iii) aprofundar, conforme
exemplificado pelo Quadro 1, apontando nele a fungdo pedagdgica na primeira

coluna, seguido de seu detalhamento e exemplo pratico, respectivamente.

Quadro 1 — Fungbes Pedagdgicas das MR.

Fung,a(_) Funcéo detalhada Exemplo pratico
pedagdgica
Complementa e aproveita a diferenca das
representagdes, apoiando o processo de
aprendizagem e oferecendo apoio ao
processo cognitivo.

Usar tabelas,
equacoes e graficos
num simulador

Complementar

Utilizar-se uma representacao
conhecida/familiar, para auxiliar no
Restringir entendimento de uma segunda

representagdo (mais
aprofundada/complexa).

Fazer uso de uma
animagao concreta
para apoiar um grafico
dindmico

Relacionar graficos de

A utilizacdo de duas ou mais velocidade e espaco
Aprofundar representacdes para que o aluno atinja uma para entender mais
compreensao mais profunda. sobre funcgdes e
derivadas

Fonte: adaptado de Ainsworth (2014, p.467).

Nesse contexto, as “fungbes de complementar, restringir e/ou
aprofundar um novo conhecimento, a partir de uma nova representagdo, nao sao
excludentes, pois, uma mesma representacdo pode apresentar uma ou mais destas

fungdes pedagogicas.” (Faria; Laburu, 2021, p.315, grifo nosso)

Diante do exposto, a nogdo das fung¢des pedagdgicas das MR, além
do fato de que a compreensdo matematica esteja intrinsecamente associada ao uso
coordenado de ao menos dois registros de representacao semidtica distintos (Duval,
2003), oferecem oportunidades para que estudantes possam abstrair e obter

compreensdes mais aprofundadas acerca do conceito estudado, fundamentos
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adotados para a elaboragao do presente PE, apresentado em detalhes a seguir.

1.3 VANTAGENS E DESVANTAGENS NO Uso pos REGISTROS

Como ja elucidado em segbes anteriores, os registros de
representacdo semioticos na aprendizagem Matematica se diferem de outras areas
do conhecimento, pois nesta, os objetos de estudo sao abstratos e inacessiveis sem
o auxilio de uma representac¢do (Duval, 2009).

Um registro para Raymond Duval (2009) € um sistema semidtico
com regras bem estabelecidas quanto a natureza dos elementos que a compdem e
as manipulagdes que o mesmo permite. Embora ele defina quatro tipos de registros
(algébrico, numérico, visual e verbal), seguiremos a classificagao presente na Figura
6, adaptada de Bento (2022), que separa os registros em trés categorias: Simbdlico,

Pictdrico (chamaremos de imagético) e Verbal, seguido de suas subcategorias.

Figura 6 — Categorias de registros de representacdo semiéticos.

Simbélico Pictorico Verbal
Rep. Rep. E=zguema/ Rep. Linguagem
, , Tabela )
algébrica numerica Diagrama grafica natural

Fonte: Bento (2022, p. 16).

Além disso, surge o questionamento de quais possiveis registros
poderiamos utilizar para a elaboragcdo do nosso PE, de maneira que podemos
aplicar os referenciais supracitados. Nesse sentido, adotaremos a visédo de Bento
(2022), que fez uma releitura de diversas obras a respeito da utilizagédo de cada um
desses registros categorizados pela Figura 6. Assim, ela constréi um esquema que
relaciona possiveis vantagens e desvantagens de representagdes especificas. Em
outras palavras, o que se ganharia e perderia, na utilizagédo de cada tipo de registro
de representacédo semiotico em atividades matematicas.

Complementando as indicagbes de vantagens e desvantagens do
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uso de representacées de Bento (2022), acrescentamos as referéncias de Barros
(2014), Lemke (1998a; 1998b) e Laburu; Silva (2011) para complementar. O Quadro
2 apresenta tal leitura, mostrando, na primeira coluna, o registro, seguido da

representacdo, das vantagens e das desvantagens nas colunas seguintes.
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Quadro 2 — Possiveis vantagens e desvantagens dos registros representacionais semioticos (dominio das fungdes).

Registro | Representacao Vantagens Desvantagens
VO1 - E facilmente manipulavel D01 - A precipitagado para esta representacdo como um fim
V02 - Em muitos casos & a Unica’re resentacio que desprové-a de proposito/sentido, devido ao elevado nivel de
. . fal. P va0q abstragdo necessario para a compreender
permite provar rigorosamente '?; : bl
T . . .2 . . D02 - Revela menos informacéo ;
Simbdlico Algébrica V03 - Maior eficacia no calculo da derivada num valor D . ~
do dominio da funcao ®: 03 - Um uso com sentido requer a compreenséo de
L ~ conceitos ambiguos (p. ex., distingdo entre variavel,
V04 - Complementa a informagéo de outra N L2 « "
~ ~ “fia [b] parametro, incognita, etc.) e das “regras” (p. ex., das
representagao (p.ex., da representagdo grafica) ™. <\ [al
operacodes) @
V05 - Pela sua estrutura sdo Uteis para consultas
I;')eonl’j:JaarliZao;er}?].determlnagao de padroes e D04 - Oferece poucos dados da natureza da fungéo [
Tabular 9 . ’ oo N . D05 - Pode sugerir generalizacdes erradas ao testar apenas
V06 - Ajudam na atribuigdo de significado a conceitos o) o « ”
iy A . alguns valores ¥ e ao omitir valores “raros”.
algébricos (p. ex., a nogéo de variavel dependente ou
expresséo) ©;
VQ7 - Permite “testar” mais casos que as
representagbes numeéricas ou tabulares B _ _

- V08 - E intuitiva e de facil interpretagéo até para os D06 - N&o proporciona necessariamente valores exatos “
Im'ag'et_lco alunos com dificuldades em Algebra D07 - Pode induzir conclusdes precipitadas & *;
(Pictérico) Grafica V09 - Auxilia a compreensao e visualizagéo dos D08 - Implica saber utilizar a calculadora grafica ™;

conceitos ©': D09 - Uso isolado pode nao ser suficiente para a
_ B . aprendizagem ..
V10 - Permite comparar a fungdo com a sua derivada
[b]-
V11 - Melhor indicadas para estabelecerem ~ N
. a . : D10 - Sa0 pobres em expressarem significados em termos
Figural referéncias quantitativas que necessitem expressar d oo dl
grau . e categorias '“ “.
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Verbal

Linguagem
natural

V12 - Possibilita o estabelecimento de relagdes entre
a Matematica e outras areas, motivando os alunos ;
V13 - Ajuda na passagem do concreto para o abstrato
descrevendo os conceitos ambiguos ©;

V14 - Poderosa para expressar raciocinios
semanticos, qualificar ideias ou realizar relagbes entre
categorias .

D11 - O fato de existirem termos especificos da Matematica
comuns aos usados no dia a dia pode confundir os alunos,
sobretudo quando o significado coloquial nao for
diretamente transponivel ;

D12 - Nao permite efetuar manipulagdes de modo
eficiente/claro e, em alguns casos, realizar qualquer
transformacéo @

D13 - E pobre em descrever variages continuas, questdes
complexas de relagao quantitativa e de movimentos no
espaco &9,

Nota: @ Bento (2022); ! Barros (2014); [ Lemke (1998a); [ Lemke (1998b); © Laburu; Silva, (2011);

Fonte: adaptado de Bento (2022); Barros (2014); Lemke (1998a, 1998b) e Laburu; Silva (2011).
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2 PRODUTO EDUCACIONAL

O Produto Educacional (PE) apresentado neste documento é parte
integrante da Dissertacdo de Mestrado Intitulada: “Aprendizagem de Derivadas com
base na Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas e nas Multiplas

Representagbes”, disponivel em <http://www.uenp.edu.br/mestrado-ensino>. Para

maiores informacdes, entre em contato com e-mail: gui_sxw@hotmail.com.

A Sequéncia a seguir foi elaborada visando a viabilidade de um
material para a aprendizagem de Derivadas das fungdes polinomiais fundamentada
nas teorias visitadas nas sessdes anteriores, para tanto, se faz necessario que o
publico-alvo conhega previamente os conceitos de limite numérico. Devido a
estrutura sequencial desse PE, a avaliagdo proposta para as etapas a seguir sdo de
natureza formativa, sendo assim, cabe ao professor a utilizacdo continua de seus
instrumentos avaliativos — nesse caso, os registros produzidos nas atividades — para
inferéncia dos registros produzidos pelos alunos.

O Quadro 03 sintetiza a estrutura geral das atividades elaboradas
neste PE, apresentando na primeira coluna as etapas, seguido dos objetivos,
Funcbes Pedagogicas, Representagdes e Vantagens, além do numero de aulas nas

colunas seguintes, respectivamente.

Quadro 03 — Estrutura geral das etapas da sequéncia de atividades

_—r Funcoes Representacoes
Etapa Objetivo Pedagégicas (Vantagens®) Aulas
Algébrico (V02; V04:
Atividade 1: Interpretar o conceito D06; D09; D13)
Construgado do | formal de uma derivada Aprofundar Grafico (V08; VO9:
: através da converséo : :
conceito formal ) > DO01; D02; DO3) 2
da derivada como de um registro grafico Complementar )
um limite algébrico V13; V14: D07; DOS;
D12)
Algébrico (V02; VO3;
VV04: D04; D0O5; DOG6;
D09)
Aé'(‘a’;ggzg: \dentificar e utilizaras | Aprofundar | Grafico (V08: D12)
Derivacéo das reggfsuﬁaiiﬁﬁagzz de | Complementar Lingua natural (V12; 2
funcdes gumas fung Restrinair | V13; V14: DO7; DO8;
" polinomiais g
matematicas D12)
Tabular (V05; VO06:
D02; D11)

W
-'ITi ”;F"\ui

ANk

o= T
[+ &

=4 T N



http://www.uenp.edu.br/mestrado-ensino

&1_'3: E{.”:‘“rj irha;.r Pﬂ C_ %f -:'Jlgu-—;-'_D‘ Jr-l-::l.'j 5___";-;,_?

o dienl AEC fg.. djj wq i ) ?

I Algébrico (V02; V04: :-r
- D06; D09; D13) ——
Atividade 3: Aplicar os conceitos de Gréafico (VO7; VO08;
R | Maximos e derivada a fim de Aprofundar V09: V10: DO1: DO2;
= minimos de uma encontrar pontos de _— D03) 2 !
~ . . gy Restringir ——
funcdo continua maximos e minimos )
(Pontos criticos) | numa fung&o continua Lingua natural (V12; o
=4 V13; V14: D07; DOS; L+
D12) e
o Algébrico (V01; V02; {_3
° Utilizacso d " V04: D06; D09; D13;
= . . ilizagéo do conceito D10 )—
O':}:Ir\mlif:d;o‘ldo de derivada aplicado ao Aprofundar . )
F:E volume ge uma méximo de uma fungao Restringir Flgure (VIO 2 J
: volume do sdlido 9 DO09; D13) )\\
y caixa L ’

o geometrico Lingua natural (V12; |':._
| V13; V14: D07; D12) o
| Algébrico (V01; V02;
ox —, V04: D06; D09; D13)
el o . ~ .

TES | At|v_|dad~e 5: Utlllze_lgao do c_oncelto Aprofundar Grafico (V09: D03; al

Otimizacado do | de derivada aplicado ao D11) 2 1;

lucro de uma maximo de uma funcdo | Complementar ] 5=

empresa lucro de uma empresa Lingua natural (V12; -

TT V13; V14: D07; DO8; i
D12)

*NOTA: consideradas para escolha dos registros utilizados e de acordo com Quadro 02.
Fonte: o préprio autor
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A estruturagcdo da Sequéncia de Atividades deste PE foi pensada
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num sentido de auxiliar a aprendizagem de modo que, inicialmente, o estudante

|
= |

s compreenda o conceito formal do que é uma funcéo Derivada, como aplica-lo para a

obtencdo de diversas derivadas de funcbes matematicas usuais, aprofundar o

]
il
L

conteudo com a analise de pontos criticos e, por fim, aplicar em situagdes problema

contextualizadas.

i 2y
T~

j 2.1. Primeira Etapa
g% —, A primeira etapa a ser desenvolvida é justamente a construgdo do
3 conceito formal da Derivada utilizando um limite de variagao tendendo a 0 como ‘E
explicado no Quadro 04, que mostra na primeira coluna os itens contidos nesta 5=
-']l_ etapa inicial (como os objetivos, tema, procedimentos, etc.) e, ao lado, suas H‘F
- respectivas explicagdes e descricdes. Vejamos que, nos procedimentos e
_ o metodoldgicos, utilizamos imagens de representagbes graficas produzidas no
/
|
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software GeoGebra,

bem como imagens de representagcbes algébricas de

coeficiente angular e limite.

Quadro 04 —

Detalhamento da Etapa 1

Etapa 1 — Construcao do conceito formal da Derivada como um limite

Aula Expositiva: Construgéo do conceito formal da Derivada como um

Atividade L
limite
Tema Derivada de uma funcao na forma de um limite
_ Interpretar o conceito formal de uma Derivada por meio de conversoes
Objetivo Geral : e g
entre registros graficos e algébricos
° Identificar a diferenga entre a inclinagdo de uma reta e a de uma
curva;
° Compreender, por meio dos registros de representacio
Objetivos produzidos (grafico e algébrico), bem como a converséo entre eles, a
Especificos aproximagado necessaria para determinar a inclinagéo de uma curva;

° Perceber o conceito de limite da variagcado tendendo a 0 como
uma funcéo Derivada capaz de determinar a inclinagcdo de cada ponto
que pertenca a funcéo.

Tempo previsto

2 aulas

Materiais
Necessarios

Computador; Datashow; Powerpoint; Folha de sulfite A4 (em branco);
Lapis; Borracha.

Procedimentos
Metodoldgicos

Aula expositiva dialogada com proposigédo de problemas
contextualizados

Desenvolvimento
do conteldo

Inicialmente, sera apresentada uma explanacido sobre uma
situagdo-problema que envolve o conceito de velocidade média no
percurso de um ciclista, descrito em uma tabela. A tabela estabelece a
relacdo entre o deslocamento ao longo dos 10 primeiros segundos do
percurso. Apds a apresentacdo do conceito de velocidade média, sera
feita uma pergunta aos participantes sobre o problema da velocidade
instantanea desse mesmo ciclista.
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] ]
1 2
2 =
3 12
4 20
5 30
= 42
7 56
8 72
9 Q0
10 110

A partir desse problema, estabelece-se um paralelo entre essa situagao
e a definicdo do coeficiente angular de uma reta (inclinagdo). Para
determinar o coeficiente angular de uma reta, isto &, sua inclinagao, sédo
necessarios dois pontos pertencentes a essa reta. O coeficiente
angular é obtido, portanto, pela razdo entre as variacbes das
coordenadas y e x desses mesmos dois pontos.

Em sequéncia, sera indicada, com o auxilio do software GeoGebra
(Calculadora Gréfica), uma parabola, ou seja, uma fungéo do segundo
grau, de modo a evidenciar que existe uma diferenga entre a inclinagéo
de uma curva (variacido) e a inclinacdo de uma reta. Para calcular o
coeficiente angular (inclinagao) da curva, procede-se por meio da
aproximacao realizada pela reta secante entre dois pontos dessa curva,
conforme ilustrado na imagem abaixo. Para tornar mais eficiente a
visualizacdo da alteracdo da distancia entre os dois pontos,
recomenda-se a utilizagao do controle deslizante do software.

(xo+h, f(xo+h))

(xo, f(x0))

/ h
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Para a elaboracéo dessa figura no GeoGebra, insere-se a funcgao f(x) = =
= x2. Em seguida, no menu Ferramentas, seleciona-se a opgao “reta” ——,
para construir uma reta que passa por dois pontos, 0os quais sao
| escolhidos como pontos genéricos pertencentes a parabola.
- A
O coeficiente angular dessa curva nos pontos xO e x0+h sera, —
aproximadamente, o coeficiente angular da reta secante que passa por ,,_g"-
=4 esses dois pontos. L+
- Vejamos um exemplo numérico desse caso: -{_2
| — o] /
= B (16,25 j—
25
- ]
Ml )\{.
J= 2
i 4 ||:.-
[
) h,
1.5
g — A(1,1)
TES | :
| |
05 5=
n "

Na figura acima, o coeficiente angular da reta secante a parabola se da

| ]
|
kb
|
N
[y ®
.

por:
=
. Ay N
- _ (1) Coeficiente angular = — Y2
AX
€= l:]—
“ (2) Coeficiente angular = 2,5-1
<L = N
J= 16-1
L A4 __f;.
) 3
_ (3) Coeficiente angular = 1,5 = 2,5.
i —_—
TL 0,6 f
Assim, percebe-se que o resultado 2,5 para o coeficiente angular dessa 5=
— reta ndo sera exatamente o coeficiente angular entre os dois pontos da %
I curva, porém, uma boa aproximacéo. e
F Y =~ L “p AL o
Se voltarmos a nossa representacéo grafica, percebe-se que “h” é a
- distdncia horizontal entre os pontos que escolhemos para definir a
=3 inclinagao e, portanto, quanto menor for h, mais préximo do valor real il
do coeficiente estaremos.
_ o
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Dando seguimento, vamos agora abordar o conceito de limite a secante
entre os dois pontos analisados com a distancia entre os dois pontos
tendendo a 0 (zero), chegando ao conceito geométrico de Derivada por
limite.

Se aplicarmos um limite de h tendendo a 0, iremos obter o coeficiente
angular exato para qualquer ponto dessa curva, sendo essa a defini¢cao
de Derivada de uma funcgao: “o coeficiente angular (ou inclinagéo) da
reta que tange (toca) os pontos da fungao”.

fft—a? — fx) .
h

Sendo assim, aplicando o I|m|te a curva f(x) = x?, veremos que:

limy, —0|

T~ T SIG A ] “ &

, 42 2
- (x+h)"—(x) ]
limj, _, I[]( p |

2 . L2 2
¥ +2xh+h —x ]

lj_lllh_> U( 7

W
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X1
limy, _, O(T]

limy, _, g( A2

=3
[y ®
.

o= T
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limy, _, g(2x+h)

= |

Para h tendendo a 0O, o resultado desse limite é 2x, portanto essa é a
inclinacdo da reta que passa pelos pontos que pertencem a esta curva
X2,

"'l-|_|-""

Assim, retornamos ao problema inicial desta Etapa, onde desejavamos
compreender a velocidade do ciclista em um determinado instante.
Aplicando a Derivada da fungdo de deslocamento, os estudantes
tentardo novamente solucionar.

=

E importante enfatizar a necessidade da diversidade representacional
desse objeto matematico (como feito acima) empregando os registros

graficos, algébricos e em lingua natural de forma simultanea. Optamos ‘E
pela utilizagdo do registro grafico pois é intuitivo e de facil interpretacéo v
e auxilia a compreensido e visualizagdo dos conceitos, porém nao A2

proporciona necessariamente valores exatos e o uso isolado pode nao "
ser suficiente para a aprendizagem, dessa forma, complementamos L

com o algébrico.

Registros de Algébrica, Grafica e Lingua natural. i—-
1
+a
E|-+
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Representagcao
Semidtica
utilizados

Atividades
Cognitivas da
Semiose previstas

Tratamento do registro grafico e algébrico;

Conversao do registro grafico para o algébrico.

Complementar (apoiar a aprendizagem do conceito abordado
aproveitando as diferengas entre as representacgoes algébrica, grafica e

Funcdes em lingua natural);
Pedagogicas ~ . e ,
regis?as Aprofundar (usando as representacdes algébrica, grafica e em lingua
P natural para uma compreensido mais profunda acerca do conceito
abordado).
Por meio da analise da produgdo e conversdao de registros de
Avaliacao representagdes semidticas executadas pelos alunos ao resolverem as

atividades deste encontro.

Fonte: o préprio autor

2.2. Segunda Etapa

Para a continuagdo da préoxima etapa, € importante que ocorra o

feedback da primeira atividade, pois 0 mesmo ira auxiliar a continuidade da etapa

seguinte descrita no Quadro 05, onde novamente, na primeira coluna estdo os itens

contidos nesta etapa (como os objetivos, tema, procedimentos, etc.) e, ao lado, suas

respectivas explicacdes e descri¢cdes.

Quadro 05 — Detalhamento da Etapa 2

Etapa 2 — Regras de derivagao das fun¢oes polinomiais

Atividade Aula Expositiva: Regras de Derivacao das fungdes polinomiais
3%
TL
Tema Derivada de funcdes polinomiais
Objetivo Geral Ide'ntlflcgr' e utilizar as regras de derivagdo de algumas fungdes
polinomiais.
1 Objet!\(os ° Interpretar o método de obtencao de cada regra de derivagao
Especificos .
i demonstrada;
° Compreender a aplicagdo direta das regras de derivagdo das
i | fungdes matematicas correspondentes.
s
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Tempo previsto 2 aulas
Materiais Computador; Datashow; Powerpoint, Folha de sulfite A4 (em branco);
Necessarios Lapis; Borracha.
Recomenda-se que seja feito uma recapitulagédo do conceito formal da
Feedback Derivada feito na etapa anterior por meio da solugdo da atividade

proposta ao final da mesma.

Procedimentos
Metodologicos

Aula expositiva dialogada com proposicdo de problemas

contextualizados

Desenvolvimento
do contetdo

Indica-se iniciar a segunda etapa realizando-se o feedback do
problema elucidado ao final da etapa anterior, para que assim, inicie a
criacdo uma tabela das Derivadas de algumas fungbes propostas por
meio das representagdes graficas cartesianas e algébricas de limite,
ocorrendo entdo um aprofundamento do conceito de Derivadas para
algo mais familiar e manipulavel com a representagdo da tabela
construida.

Utilize a definicao de Derivada por limite desenvolvida no encontro
anterior para determinar algebricamente as Derivadas da tabela abaixo,
que mostra na coluna esquerda as fungbes matematicas e, ao lado
direito, suas respectivas Derivadas escritas através da notacao: F’ (x).
Reforgcamos o uso do registro algébrico, pois em muitos casos € a
Unica representacao que permite provar rigorosamente e possui maior
eficacia no calculo da Derivada num valor do dominio da fungao,
complementando a informagédo de outra representacdo. Dessa forma
construimos o registro tabular para ajudar na atribuigdo de significado a
conceitos algébricos e determinar padrdes e regularidade.

E importante ressaltar também a necessidade de apresentar a
representagdo grafica de cada uma das fungdes que desejamos derivar
durante o processo algébrico de obtencao, visto que, ao utilizar uma
representagdo grafica facilita a interpretacdo para os alunos com
dificuldades em Algebra.

hmh—>0 f( xo + f}}} — flxo)
!
F (x) F (x)
X 1
2X 2
x? 2X
X% + 2X 2x +2
x3 3x?
X3+ X2+ X 3x2+2x +1

,@1 = X
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Durante a criagdo dessa tabela encontraremos, por meio do tratamento »
= das representacdes algébricas de limite tendendo a 0 (zero), as regras ——.
de derivagéo correspondente as funges mais usuais da matematica,
| como: as exponenciais, trigopnomeétricas, logaritmicas, etc. E importante
. ressaltar novamente a necessidade da diversidade representacional !
desse objeto matematico. —
o
j'ﬂ.? Exemplificando o processo de derivagcado da fungao f(x) = 2x por limite, L+
temos que: —
- Primeiramente substituir f(x) por 2x no limite: '{___3
€= j—
. | . o D) o .
L limy, _, (2(x+ f.-:" — ) )\{
f
J=
1 4 __E-__
j Simplificando a expresséo dentro do limite: B
—_— l'-'r |
G — lLlllH_} D[&)
TES | i
| |
oy ) 6=
— limy, _, 0( o ] 42
J | . i) -
B lJ'_ll‘L,;.E . '[]l[ 2) =
/
“ Entao: __f_
| F'(2x) =2 L at
=4 bt
- _ Por fim, vejamos o exemplo de obtengcédo da Derivada de f(x) = x3 '{_.E

+ X2 + x por limite:

]
il
L

Para encontrar a Derivada desta fungdo usando a definicdo de

Hff Derivada como um limite, seguimos os seguintes passos: >\"'\
I= p Substituimos f(x + h) por (x® + x2 + x), ficando: f
] o -
a
r+h)— flx
T A h
flx+h)=(z+h)’+(z+h)?*+(z+h) o=
e 1=
' w
o .
el ;-.- Realizando a expansio de cada termo temos: ﬂ
o
e N bt
T ; A — x ¥ ===
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e Parao primeiro termo;
(z + h)? = 2° + 32°h + 3zh% + K°
e  Parao segundo termo:
(z + h)* = 2* + 2zh + h*
e  Para o terceiro termo:
(x+h)=z+h

Agora, substituindo todos esses resultados:
fz+h)= (2°+32°h+ 3zh* + 1*) + (2° + 22h+ 1) + (2 + h)

Subtraindo f(x + h) de f(x) obtemos:
(mﬁ—&—i}mzh—l—?)mhg—l—h3+x2—|—2mh+h2 +$+h) — (mg—I—mz—&—m)
Cancelando os termos iguais:

32°h + 3zh*> + h* +22h + h> + h

Colocando h em evidéncia:

(32* + 2z +1)h + (3z + 1)h* + A°
Dividindo por h a expressao toda do limite:

(32 + 2z + 1) + (3z + 1)h + h*

Agora, tomando o limite quando h tende a zero obtemos:

fl(z) = lim ((382° + 2z + 1) + (3z + 1)h + A7)

fl(z) =32 +2z+1

Registros de
Representacao

Algébrico, Grafico, Lingua natural e tabular
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Semidtica
utilizados

Atividades
Cognitivas da
Semiose previstas

Formacéo do registro tabular e grafico das fungdes analisadas
Tratamento do registro grafico e algébrico

Converséo do registro grafico para o algébrico e do algébrico para o
tabular

Complementar (apoiar a aprendizagem do conceito abordado
aproveitando as diferengas entre as representacdes algébrica, grafica e
tabular);

Funcoes Restringir (utilizando da representacdo tabular e lingua natural para
Pedagpgtglcas auxiliar no entendimento da representagao grafica e algébrica);
previstas - :
Aprofundar (usando as representagdes tabulares em conjunto com as
demais para uma compreensao mais profunda acerca do conceito
abordado).
Por meio da analise da produgdo e conversdao de registros de
Avaliagao representagdes semidticas executadas pelos alunos ao resolverem as

atividades deste encontro.

Fonte: o proprio autor

Para a continuacido desta sequéncia, veremos a aplicacao

contextualizada das Derivadas na analise grafica de pontos criticos em funcgdes

continuas, portanto é de extrema importancia a familiarizagdo com os processos de

obtengcdo das Derivadas e o entendimento do conceito visto nas atividades

desenvolvidas até entéo.

2.3. Terceira Etapa

Nesse momento, ja familiarizado com a obtencdo da Derivada de

funcbes, partiremos para a conceitualizacdo de pontos criticos das funcdes

(maximos e minimos) detalhados abaixo.

Quadro 6 — Maximos e minimos de uma fungao continua

Etapa 3 — Maximos e Minimos de uma fungao continua

Atividade
Aula expositiva: Maximos e minimos de uma fungéo continua.
Tema Analise de Pontos criticos de uma fungao.
7 u,rq;'____‘_q_{: T II{______|_=__ (::;q': ! ;-'E'L__‘_J,_-_:
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Objetivo geral

Aplicar os conceitos de Derivada a fim de encontrar pontos de
maximos e minimos numa fung¢ao continua.

Objetivos ) Identificar a Derivada como ferramenta de analise de
especificos pontos criticos numa fungao continua;
° Observar a aplicacdo pratica do conceito de otimizacao
utilizando as Derivadas.
Tempo previsto 2 aulas
Materiais Computador; Datashow; Powerpoint; Folha de sulfite A4 em
necessarios branco; Lapis; Borracha.
Feedback Sugiro uma retomada das regras de derivagao descritas na tabela

da etapa anterior e apresentacao dos resultados gerais da lista de
exercicios avaliativa da etapa anterior.

Procedimentos
Metodoldgicos

Aula expositiva dialogada com proposicdo de problemas
contextualizados

Desenvolvimento do
conteudo

Utilizando da representacao grafica da fungao quadratica: f(x) = -x*
+ 3x, primeiramente com o auxilio do soffware GeoGebra,
demonstrar a variagao do valor da Derivada nos pontos crescentes
e decrescentes pertencentes a funcao, até que essa, atinja um
ponto critico (no caso maximo) assim explanando que esse ponto
critico maximo é um ponto onde a Derivada (inclinagdo da reta
tangente) dessa funcdo tem valor = 0. Logo apds, da mesma
forma, acrescente a explicagao da obtengdo de um ponto minimo
numa fun¢do quadratica crescente (exemplo: f(x)=x? -4x + 10).

Para a elaboracdo das figuras abaixo no GeoGebra,
acrescentamos cada uma das fungdes (primeiro a: f(x) = -x2 + 3x e
em seguida a: f(x)=x* -4x + 10) na Calculadora Grafica deste
software e, para facilitar a visualizagao, na opgao de configuragdes
no canto superior direito da tela (icone de uma engrenagem), na
aba “malha”, tiramos a exibi¢cdo de malha do gréfico.

Extremo
(2,6)

o~

Podemos perceber, entdo, que na primeira fungdo onde a parabola
possui sua concavidade voltada para baixo, o ponto maximo da
funcédo é seu vértice na coordenada (0, 3). Da mesma forma, na
segunda parabola onde a concavidade esta voltada para cima, o
ponto minimo que a fungio atinge € o vértice de coordenadas (2,

6).
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Dessa forma, vamos encontrar os pontos criticos da fungao:

3 flz) = 32" +92° — 15
1 Primeiro passo € encontrar a Derivada dessa fungao polinomial:
» d . 4 . )
- filz) = —(3z" + 92~ — 15) = 9z~ + 18z
' dr
:":f Agora, para encontrar os pontos criticos, igualamos a zero a

funcao Derivada:

927 + 18z — 0

- e Resolvendo temos: r—0 ou x— -2

Finalmente, para obter os valores de f(x) desses pontos, basta
substituir ambos valores encontrados para x na fungao inicial.
Obtendo portanto os pontos: A (0, -15) e B (-2, -3).

Optamos pela utilizacao do registro grafico pois ¢é intuitivo e de facil
) interpretacdo e auxilia a compreensdo e visualizagdo dos
:_: conceitos, porém nao proporciona necessariamente valores exatos
e o0 uso isolado pode nao ser suficiente para a aprendizagem,
dessa forma, complementamos com o algébrico.

Agora, com o auxilio da representagao grafica desta funcao obtida
no software GeoGebra, fica claro percebermos que, claramente,
esses sao os pontos criticos da curva descrita por esta fungao.

-10 B (-2,-3)0 10

A (0, -15)

Perceba que A é um ponto de minimo local, e B um ponto de
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maximo local. A funcdo em questdo cresce e decresce
infinitamente no conjunto dos numeros reais.

Para finalizar a etapa, é proposto a criagéo do grafico, a partir dos
pontos criticos, da fungao: f(x)= x® + 3x2

Reforgamos, entdo, a importancia da utilizagdo dos registros
algébricos sendo reforcados pelos registros graficos durante as
etapas de ensino da obtencgéo desses pontos maximos € minimos.

Principais registros
de representagao
semiotica utilizados

Registro Algébrico, Gréafico e Lingua natural

Atividades
Cognitivas da
Semiose previstas

Formacéo dos registros algébricos e gréaficos
Tratamento do registro algébrico

Conversao do registro algébrico para o grafico

Funcdes Restringir (utilizando da representagdo grafica para auxiliar no
pedagdgicas entendimento da representacéao algébrica);
slisHiEs Aprofundar (usando as representagdo algébrica para uma
compreensdo mais profunda acerca do conceito abordado).
Avaliagao Por meio da analise da produgcdo e conversdo de registros de

representacdes semioticas executadas pelos alunos ao resolverem

as atividades deste encontro.

Fonte: o préprio autor.

As duas etapas a seguir sdo atividades praticas envolvendo
situagcbes de otimizacdo que necessitam da aplicacdo dos conceitos visitados nas
etapas anteriores. Para os préximos encontros, o feedback da terceira atividade é de

extrema importancia, visto que, elucida uma resolucdo de uma situacdo com a

Derivada sendo ferramenta chave.

2.4. Quarta Etapa

Nesta etapa, iniciaremos algumas aplicagcdes praticas da area da
Matematica que envolvem os conceitos de otimizagao. Nos problemas desse tema,
frequentemente utilizamos Derivadas para encontrar maximos e minimos de fungbes

(conteudo trabalhado ao longo das etapas).

desenvolvimento desta etapa das atividades.

Quadro 7 — Otimizagao do volume de uma caixa

O Quadro 7 abaixo detalha o
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Etapa 4 — Otimizacao do volume de uma caixa

Atividade Pratica: Otimizagao do volume de uma caixa
Tema Utilizagdo do conceito de Derivada aplicado ao maximo de uma
fungao volume do solido geométrico.
Objetivo geral Aplicar os conceitos de derivacdo para obter pontos criticos de
maximos e minimos para resolver uma situagao problema.
Objetivos ) Investigar o problema de otimizacdo do espago para
especificos comportar um volume maximo;
° Compreender o processo de obtencido dos pontos maximos
e minimos de uma funcéo através da derivacao;
Tempo previsto 2 aulas
Materiais Computador; Datashow; Powerpoint; Folha de sulfite A4 em
necessarios branco; Lapis; Borracha.
Feedback Explanacdo sobre a obtengdo por meio dos pontos criticos do

grafico da funcdo: f(x)= x* + 3x2. Retomando assim, o problema
proposto no final da ultima etapa.

Procedimentos
Metodoldgicos

Aula expositiva dialogada com proposicdo de problemas
contextualizados

Desenvolvimento do
conteudo

Inicialmente, iremos fornecer o feedback do problema de criagao
de grafico por meio da obtencdo dos pontos criticos da etapa
anterior.

Em sequéncia, faremos a introducao dos fenémenos de otimizagao
direcionados aos estudos do calculo de Derivadas. A otimizagao é
um ramo fundamental da matematica aplicada e da ciéncia da
computagao que se dedica a encontrar as melhores solugdes para
problemas de decisdo onde ocorre a busca da maximizagéo ou da

minimizagao de uma situagao.

Nos problemas de otimizacdo, frequentemente utilizamos
Derivadas para encontrar maximos e minimos de fungdes. Para
isso, & necessario encontrar a Derivada da funcdo objetivo e
iguala-la a zero para encontrar os pontos criticos.

Uma das aplicagdes mais comuns do Calculo é a determinacao de
valores otimos (minimos ou maximos). Antes de aprender um
método geral para resolver problemas de otimizacao, considere o
seguinte exemplo:

“Um fabricante quer projetar uma caixa aberta que possui uma
base quadrada e uma area de superficie de 108 polegadas
quadradas, como mostra a Figura 3.31. Quais dimensobes
produzem a caixa com volume maximo?” (Larson, 2010, p.217).
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Caixa aberta com base quadrada

Fonte: Larson, 2010, p.217.
Solugao: Como a base da caixa é quadrada, seu volume é:

V =x2 h.

Essa equagdo é chamada de equagéo primaria porque oferece
uma férmula para a quantidade a ser otimizada. A Area de
superficie da caixa é:

S = (Area da base) + (Area dos quatro lados)

108 = x2 + 4.x.h (Equacao secundaria)

Como V (volume) deve ser otimizado, é util expressar V como uma

fungdo de apenas uma variavel. Para isso, usando a equacao
secundaria da Area superficial, vamos isolar h em termos de x.

108 = x?+4.x.h

108 — x*=4.x.h

h =108 - x?
4x

Inserindo o valor de h na equagao primaria obtemos:

¥
V =

- h
108 — x2

h =
, dx

.-:h--?'
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Agora, para maximizar o volume, derivamos V em relagdo a x e
igualamos a zero. Encontrando o valor da dimenséo x da caixa que
produz o volume maximo, retorna-se para a equagéao da altura:

= 108 — x*
4x

Apbs a demonstracdo da maximizagao de um sélido, propomos o
seguinte problema: “Sabendo que um sdlido retangular (base
quadrada) possui uma area de superficie de 100 metros quadrados
para ser construido (desconsidere a face superior do sdlido)”.
Determine as dimensodes que produzem o volume maximo

neste solido. u

X

Fonte: os autores.

Principais registros
de representacao
semidtica utilizados

Registro Algébrico, Figural e Lingua natural

Atividades
Cognitivas da
Semiose previstas

Formacao do registro figural e algébrico
Tratamento do registro algébrico

Conversao do registro figural para o algébrico

Funcgdes Restringir (utilizando da representacdo figural para auxiliar no
pedagogicas entendimento da representacao algébrica);
B EE Aprofundar (usando as representacdo algébrica para uma
compreensdo mais profunda acerca do conceito abordado).
Avaliacao Por meio da andlise da produgdo e conversdo de registros de

representagdes semidticas executadas pelos alunos ao resolverem
as atividades deste encontro. Também por entrevista a respeito

das representacdes utilizadas na resolucio da atividade pratica.

Fonte: o préprio autor.

2.5. Quinta Etapa
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Finalizando entdo a sequéncia de atividades, a quinta atividade ira

lidar com outra situacdo de otimizagdo, desta vez, num contexto empresarial

envolvendo lucro.

Quadro 8 — Otimizagao do lucro de uma empresa

Etapa 5 — Otimizagao do lucro de uma empresa

Atividade Pratica: Otimizagao do lucro de uma empresa
Tema Utilizagdo do conceito de Derivada aplicado ao maximo de uma
fungdo lucro de uma empresa
Objetivo geral Aplicar os conceitos de derivacdo para obter pontos criticos de
maximos e minimos para resolver uma situacao problema.
e(s)bg[l’l;i/&?s ° Investigar o problema de otimizagdo do lucro de uma
P empresa a fim de maximizar seus ganhos;
° Compreender o processo de obtencao dos pontos maximos
€ minimos através da derivagao;
Tempo previsto 2 aulas
Materiais Computador; Datashow; Powerpoint; Folha de sulfite A4 em
necessarios branco; Lapis; Borracha; Calculadora.
Feedback Explanacao sobre a situagado-problema da etapa anterior: “Quais

dimensodes produzem entao a caixa com volume maximo?”.

Procedimentos
Metodoldgicos

Aula expositiva dialogada com proposicdo de problemas
contextualizados

Desenvolvimento do
conteudo

O lucro é um dos principais indicadores financeiros de uma
empresa e reflete a eficacia da gestdo em gerar valor a partir de
suas operagbes. E essencial para a sustentabilidade e
crescimento de qualquer negdcio.

Em termos empreendedores, matematicamente, o lucro de uma
empresa pode ser definido como a diferenca entre a receita total
(R) e o custo total (C). Em termos simples, a férmula para calcular
olucro(L)é:L=R-C

Por sua vez, a receita é o total de dinheiro que a empresa recebe
pela venda de seus produtos ou servicos. A receita pode ser
calculada pela multiplicagdo do prego de venda (P) pela
quantidade de unidades vendidas (x). A receita entao é:

R(x) = P. x.
Os custos sdo as despesas totais incorridas pela empresa para
produzir e vender seus produtos ou servigos. Os custos podem ser

divididos em dois tipos principais:

° Custos Fixos (CF): Sao os custos que nao variam com o

nivel de producdo ou vendas, como aluguel, salarios de
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funcionarios administrativos, seguros, etc.

° Custos Variaveis (CV): Sado os custos que variam
diretamente com o nivel de produgdo, como matérias-primas,
mao-de-obra direta, custos de energia, etc.

Portanto, o custo total (C) € a soma dos custos fixos e variaveis e,
como o CV varia conforme sao produzidas as unidades, temos:
C(x) =CV.x + CF.

Aplicando esses conhecimentos, podemos pensar que, num
determinado més, uma siderurgica fabrica pistdes para
montadoras de motores automotivos. O custo fixo mensal de
R$950,00 inclui conta de energia elétrica, de agua, impostos,
salarios e etc. Existe também um custo variavel que depende da
quantidade de pistbes produzidos, sendo a unidade
R$41,00. Considerando que o valor de venda de cada pistdo no
mercado seja equivalente a R$120,00.

Quantas pegas, no minimo, precisam ser vendidas para que se
tenha lucro?

Para determinar a quantidade minima de pegas que precisam ser
vendidas para que a siderurgica tenha lucro, precisamos encontrar
o ponto de equilibrio, ou seja, o numero de pegas onde a receita
iguala os custos totais. Em outras palavras, L(x) =0

L(x) = R(x) — C(x)

0 =Px-[(CV.x) + CF]

Substituindo pelos valores do enunciado:

0 =120x — (41x + 950)

120x = 41x + 950

x=12,03

Como nao podemos vender uma fragdo de peca, arredondamos
para o numero inteiro mais préximo. Portanto, a siderurgica
precisa vender pelo menos 13 pistoées para ter lucro.

Observe graficamente, com o auxilio do software GeoGebra, o que
ocorre quando inserimos as funcdes Receita e Custo (em R$)
dessa empresa numa representacao grafica. Perceba que o eixo

das abscissas é entendido como unidades produzidas em relagao
as duas fungdes, sendo a intersecg¢ao o ponto de Lucro = 0
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Fonte: os proprios autores.

Ressalta-se que, a optar pelo uso do registro grafico é intuitivo e
de facil interpretacdo e auxilia a compreensao e visualizagdo dos
conceitos porém n&o proporciona necessariamente valores exatos
e o0 uso isolado pode nado ser suficiente para a aprendizagem,
dessa forma, complementamos com o algébrico.

Analise agora a seguinte situac&o: Vocé quer empreender no ramo
da fabricagdo de sapatos, entao, inicialmente analisa a receita e
os custos de uma empresa.

A receita da venda de sapatos podemos entender como a fungao:
R(x) = 10x, onde x representa milhares de sapatos.

O custo entdo da producdo de sapatos € compreendido pela
funcdo: C(x) = x® -6x* + 15x, com x sendo novamente milhares de
sapatos.

Sabendo que o lucro dessa empresa é: L(x) = R(x) - C(x) e,
utilizando seus conhecimentos de otimizacdo trabalhados até
entdo, responda:

Na producdo de quantos milhares de sapatos essa empresa

atingira seu lucro maximo?
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| Principais registros
- de representacao
semiotica utilizados

Registro Algébrico, Grafico e lingua natural

_3 Atividades
= Cognitivas da
semiose previstas

Conversao do registro em lingua natural para o algébrico;
Tratamento do registro algébrico;

Conversao do registro algébrico para o grafico.

Funcgdes Aprofundar (usando as representacdes algébricas para uma
- pedagogicas compreenséo mais profunda acerca do conceito abordado);
€= N EE Complementar (apoiar a aprendizagem do conceito abordado
aproveitando as diferencas entre as representagdes algébrica e
:":E grafica).
7= Avaliagao Ocorrera por meio dos registros produzidos pelos alunos ao final
. 4 da atividade e via lista de exercicios (presente no Apéndice A) a
j respeito das tematicas abordadas em todas etapas. Também por
entrevista com os participantes a respeito das representacdes
i utilizadas na resolucéo da atividade final do encontro.
—~ Fonte: o proprio autor.
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RELATO DE IMPLEMENTAGAO

O desenvolvimento deste PE ocorreu por meio de um processo
articulado de organizacao e planejamento entre os autores (orientando e orientador)
e os professores da universidade na qual a SA foi validada. Esses docentes
disponibilizaram o espago de suas aulas para a realizagdo da pesquisa junto aos
estudantes do primeiro ano do curso de Matematica (Licenciatura). Ressalta-se que
a escolha desse grupo de participantes se justifica pelo fato de ainda nao terem
cursado a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, prevista na grade curricular
apenas a partir do segundo ano, o que garante que a experiéncia vivenciada
estivesse livre de influéncias prévias relacionadas ao conteudo investigado.

A implementacdo da sequéncia ocorreu em quatro encontros
presenciais, um encontro sincrono via Google Meet e uma atividade assincrona. As
cinco atividades propostas na sequéncia foram todas desenvolvidas
presencialmente em sala de aula. Os dois primeiros encontros tiveram carater
introdutério, com foco em uma abordagem mais tedrica e explicativa do conteudo.
No terceiro encontro, buscou-se mobilizar as habilidades trabalhadas anteriormente,
direcionando-as para a pratica do conceito de Derivada. Ja o quarto e ultimo
encontro, realizado em um periodo estendido de quatro aulas cedidas pelo professor
responsavel, foi dedicado a resolucdo das duas ultimas etapas, centradas em
situagdes-problema aplicadas ao tema das Derivadas.

Quanto ao encontro sincrono, apdés finalizar a implementacdo da
sequéncia de atividades, foi realizada uma aula expositiva a respeito das teorias que
fundamentam esse estudo (TRRS e MR). O objetivo principal que permeia esta aula
€ de introduzir os participantes do estudo — futuros professores — a essas teorias da
aprendizagem matematica, para que assim possam expandir seus conhecimentos
metodoldgicos para a profissao a qual estéo licenciando.

Por fim, a ultima etapa da implementacao foi uma lista de exercicios
enviada de forma assincrona visando reforcar as habilidades trabalhadas na
sequéncia. Vale ressaltar que essa lista esta prevista como meio avaliativo da quinta
e ultima etapa do PE.

De modo geral, o processo transcorreu conforme o planejado: a

maioria dos participantes desenvolveu as atividades propostas com elevado
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engajamento, contribuindo para tornar as aulas mais dindmicas por meio de duvidas,
questionamentos e discussbdes. O principal desafio enfrentado, entretanto, foi a
evasdo e a auséncia de alguns estudantes ao longo dos encontros. Parte dos
licenciandos faltou em um dos dias da aplicagcédo, ndo fazendo parte da pesquisa,
assim como uma outra parte compareceu apenas no primeiro encontro e, por

motivos diversos, desistiram posteriormente.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Com o objetivo de facilitar a aprendizagem de Calculo, foram
adotadas varias estratégias na elaboragdo desta Sequéncia de Atividades,
abordando diferentes enfoques para motiva-los a aprender e buscar conhecimento.
Uma das abordagens utilizadas foi relacionar o conteudo derivado de uma variavel
com os referenciais da TRRS e das MR, combinando-as com situacbes praticas
durante as atividades. Essa abordagem permitiu que os alunos mobilizassem
diversas formas de representar o conteudo especifico, enriquecendo o aprendizado
por meio da diversidade representacional.

Além disso, a contextualizagdo tedrica se mostrou de bastante
importancia para estimular o aprendizado do objeto matematico, compreendendo o
que é uma Derivada, sua interpretacdo e aplicagdes praticas auxiliou na
compreensao do conteudo, auxiliando tanto o professor em seu processo
pedagdgico quanto incentivando o aluno a buscar mais conhecimento. Acreditamos
que a combinacao desses referenciais tedricos com a abordagem da Sequéncia de
Atividades pode contribuir efetivamente para o desenvolvimento da aprendizagem
em Matematica dos estudantes.

Portanto, espera-se que este material sirva como um guia para o
aprimoramento do ensino de Matematica, mais especificamente do Calculo
Diferencial e Integral, estimulando o interesse dos alunos e tornando a

aprendizagem mais envolvente.
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APENDICE A

Lista de Exercicios da Etapa 5:

APRENDIZAGEM DE DERIVADAS COM BASE NA TEORIA DOS REGISTROS DE
REPRESENTACAO SEMIOTICA E NAS MULTIPLAS REPRESENTACOES

1) Encontre a Derivada das fungdes abaixo por meio do limite de aproximacéao
tendendo a zero visitado em nossos primeiros encontros:

A) f(x) =4x2 -1
B) f(x) = x® + x

2) Defina analiticamente os pontos criticos das curvas abaixo, indicando quais
momentos o grafico indica concavidade voltada para cima ou para baixo.

A) f(x)=x2—x-2
B) f(x) =—x*+3x2-2
C) f(x) =—x®+6x>—9x —1

3) Determine as dimensdes de um solidos
retangular (com uma base quadrada) com volume
maximo, sendo sua area superficial de 337,5
centimetros quadrados.

4) Analise a figura a seguir: o
A) Verifigue se cada um dos solidos
retangulares possui uma area de 150

polegadas quadradas (lembrando que a l

unidade de medida de suas dimensobes

€ a polegada).

B) Determine o volume de cada objeto.

C) Determine as dimensdes que maximizam o volume possivel de um destes
sélidos retangulares com area de superficie de 150 polegadas quadradas.



ANEXOS

49



50

ANEXO A

Ementa da Disciplina de CDI-I da Universidade de aplicagao

Disciplina: Calculo Diferencial e Integral |

Carga Tedrica: Pratica: PCC: AEX: TICS/EAD:
horaria: 120 vide item 8
120

Ementa: Limite e continuidade de funcdes reais. Diferenciacido de funcdes reais e
suas aplicagdes. A integral de fun¢des de uma variavel e suas aplicagdes. Técnicas de
integracado. Equacgdes diferenciais simples: método da separagao de variaveis.

Bibliografia Basica:
BOULOQOS, P. Calculo Diferencial e Integral, v.1. Sdo Paulo: MKRON Books, 1999.

GUIDORIZZI, H. L. Um Curso de Calculo, Vol. I. 5. ed. Rio de Janeiro: Livros Técnicos
e Cientificos Editora S.A, 2016.

LEITHOLD, L. O Calculo com Geometria Analitica, Vol. 1. 3. ed. Sdo Paulo. ed.
Harbra. 2017.

STEWART, J. Calculo, Vol. 1. 8. ed. Sdo Paulo: Cengage, 2017.
Bibliografia Complementar:

FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: Fungodes, Limite, Derivagao,
Integragéao. 5. ed. Sdo Paulo: Makron, 1992.

IEZZI, G. et al. Fundamentos de Matematica Elementar, Vol. | a X, (ou Série
Compacta), Sao Paulo: Atual Editora Ltda1985.

KAPLAN, W. Calculo Avangado. 7. reimp. Sdo Paulo: Editora Edgard Blucher, 1991.
LARSON, R.; HOSTETLER, R. P.; EDWARDS, B. H. Calculo, v.1. 8. ed. Sdo Paulo:
McGraw-Hill, 2006.

SIMMONS, J. F. Célculo com Geometria Analitica. Sdo Paulo: Editora McGraw Hill, 1987.
STEWART, J. Calculus: Concepts and contexts. Cengage Learning, 2009.




